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Chapitre 2 : Famille de
vecteurs et sous espace

3 Résolution de systeme : Méthode
de Gauss

Pour résoudre des systemes d’équations, on
peut utiliser la méthode de Gauss. Le but de la
méthode est de transformer les équations afin
d’obtenir un systeme triangulaire supérieur.

Imaginons le systeme suivant :

a11.21 + a12.22 + ... + a1p.Tp = b1
a21.T1 + a22.22 + ... + a2p.Tp = by

ap1-T1 + ap2.T9 + ... + app.Tp = by
Supposons a1 # 0 (sinon il suffit d’'inverser le
nom des variables ou d’intervertir 'ordre des
lignes).
I1 faut faire disparaitre la variable x; des
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lignes suivantes.

Pour cela, on utilise la lere ligne comme
pivot.

On commence par diviser la lere ligne par
ail-
( r1+ g—ﬁ.xg + ... +Z—?j.xp = %
211 + a22.22 + ... +Q2p.Tp = by

7\

| Gn1-T1 + an2.22 + .+ anp.xp = b

Ensuite, on retranche a la seconde ligne la lere
multipliée par a9q.

Puis on retranche a la troisieme ligne la lere
multipliée par asq.

ete...

Ensuite, on passe a la seconde ligne avec
la variable suivante. (On peut intervertir des
lignes si cela simplifie le calcul).

Et ainsi de suite...

Plusieurs cas peuvent se présenter pendant
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la mise sous forme triangulaire :

1) Certaines équations se répetent. Dans ce
cas, on peut supprimer les doublons.

2) Une équation est forcément impossible

(exemple 1=2). Dans ce cas, on peut immédiatement

conclure que le systeme n’admet pas de solu-
tion.

Que faire une fois le systeme mis sous forme
triangulaire ?

ler cas : On a moins d’équations n que d’in-
connues p, le systeme est dit sous-déterminé.
Certaines variables vont alors etre choisies comme
parametres. Généralement, on choisit les n-p
dernieres variables comme parametres et on
exprime les autres en fonction des parametres.
La solution n’est pas unique, il s’agit d’un
sous-espace affine (un sous-espace vectoriel +
un vecteur non nul).

2¢eme cas : On a autant d’équations que d’in-

connues. La solution est alors unique. On détermine
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la derniere variable avec la derniere équation
puis on remonte dans 1'équation précédente
et on détermine ainsi I'avant derniere variable
jusqu’a déterminer toutes les variables.

3eme cas : On a plus d’équations que d’in-
connues, le systeme est dit sur-déterminé. Alors
forcément certaines équations sont soit répétées
soit incompatibles entre elles.

Exemple 6
TH+3y+z=2
2r+y—z2=1
r—y—z=1

4 Famille libre et liée de vecteurs

Soit F/ un K-espace vectoriel et Vi1, Vo, ..., V)
des vecteurs de F.

Définition 4.1
p vecteurs de E sont dits linéairement
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dépendants s’il existe p scalaires at, 9, ...,

%
non tous nuls tels que : Z a;.V;

On dit aussi que la famzlle de wvecteurs
{V1i,Va,...,V}} est liée.

Définition 4.2
p vecteurs de E sont dits linéairement
indépendants St :

%
ZO% =0=a=0=..=ap=0.

On dit aussi que la famille de vecteurs
{Vi,Va,...,V}} est libre.

Il est bien évident que ces définitions s’ex-
cluent mutuellement, une famille de vecteurs
est donc soit libre soit liée.

Exemple 7
2 1
1| et | =1 | forment-ils une famille

3 2

p

Mathématiques L1 - Cours de Caroline VENTURA 25

libre ou liée ?

4.1 Base d’un espace vectoriel

Définition 4.3
On dit que la famille de vecteurs Vi, Vs, ..., V)
est génératrice si tout vecteur de E peut
s’écrire comme combinaison linéaire de ces
vecteurs i.e. : »

VX € E: Jaj..ap tels que X = ) «a;.V;

1=1
et on note

E =Vect(V1,Va,..., Vp).

p
> «;.V; est appelé décomposition de X .
1=1
On dit aussi que les vecteurs Vi, Va, ..., V)
engendrent .

Remarque :
Si p vecteurs engendrent FE, alors la famille
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de vecteurs composée de ces p vecteurs plus
n’importe quel vecteur engendre aussi F.

Exemple 8
—1
( (1] ) et ( 1 ) forment-ils une famille génératrice ?

Définition 4.4

On dit que la famille de vecteurs Vi, Vs, ..., V)
est une base de E si cette famille est libre
et génératrice.

Proposition 4.1
On a équivalence entre :

(1) La famille de vecteurs Vy, Vs, ..., V), est
une base.

(ii) Tout vecteur se décompose de maniere
unique sur Vi, Vo, ..., Vp.

Exemple 9

1 0 0
PourR3, on peut prendre { (O) ; (1) : (O) }
0 0 1
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x
Ainsi un vecteur | y | s’écrit :
z

x 1 0 0
y|l=x.10 ] +y. {1 ]| +210
z 0 0 1

Cette base est appelée la base canonique.

Théoréme 4.1 (Théoréme de la base incompléte)
Soient p vecteurs Vi, Vs, ..., V) qui engendrent

E. St q d’entre eux forment une famille

libre, alors il existe une base de E qui contient

les q vecteurs et qui est incluse dans l’en-
semble des vecteurs Vi, Vo, ..., V).

4.2 Dimension d’un espace vectoriel

Nous nous intéressons dans ce cours aux
espaces vectoriels de dimension finie. On dit
qu’'un espace est de dimension finie quand il
existe un nombre fini de générateurs de F.
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Proposition 4.2
Soit E un espace vectoriel, alors toute base
de E contient le méme nombre de vecteurs.

Puisque toute base contient le méme nombre
de vecteurs celui-ci est indépendant de la base
choisie et on peut donc poser la définition sui-
vante :

Définition 4.5
On appelle dimension de ’espace vecto-
riel B le nombre de vecteurs de base.

Définition 4.6

Soit F' un sous-espace de E, on appelle base
de F une famille de vecteurs de F' qui est
libre et qui est génératrice de F' tout entier.

De meéme toutes les bases d'un sous-espace
F' ont le méme nombre de vecteurs ce qui nous
permet de définir la notion de dimension
d’un sous-espace vectoriel.
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Proposition 4.3
Soit E un espace vectoriel de dimension n
alors :
— n vecteurs indépendants de E sont forcément
générateurs et forment donc une base
de E.
— n vecteurs générateurs de E sont forcément
libres et forment donc une base de E.
— Tout sous-espace vectoriel de E est de
dimension p < n.

4.3 Rang d’une famille de vecteurs

Définition 4.7

Le rang d’une famille de p vecteurs est le
plus grand nombre de vecteurs de la famille
qut sont linéairement indépendants.

Propriétés 4.1
— Soit p vecteurs, alors leur rang est inférieur
ou égal a p.
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— Dans un espace de dimension n, le rang
est inférieur ou égal a n.

— Le rang de p vecteurs est éqgal a la di-
menston du sous-espace vectoriel qu ’ils
engendrent.

Exercice :
Quel est le rang de la famille

0 2 3
O IO T O I I
2 1 0

Proposition 4.4
Soit p vecteurs d’un espace E de dimension
n alors :
— La famille de vecteurs est libre ssi son
rang est égal a p.
— La famille de vecteurs est génératrice
sst son rang est égal a n.
— La famille de vecteurs est une base ssi
son rang est égal a p et a n.
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Le calcul du rang pour lequel nous verrons
une méthode utilisant le déterminant d’une
matrice fournit donc une méthode rapide pour
savoir si une famille est libre ou génératrice.

5 Caractérisation des sous-espaces

Un sous-espace vectoriel de dimension 1 cor-
respond a une droite passant par l'origine.

Un sous-espace vectoriel de dimension 2 cor-
respond a un plan passant par 1’origine.

Un sous-espace vectoriel de dimension n —1
dans un espace de dimension n s’appelle un
hyperplan.

Un hyperplan est caractérisé par une équation
linéaire.

I faut retenir que dans un espace vectoriel
de dimension n un sous-espace de dimension
p est caractérisé par l'intersection de n— p hy-
perplans. Autrement dit il faut n—p équations
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linéaires (libres entre elles) pour définir ce sous-
espace.

Réciproquement dans un espace de dimen-
sion n la donnée de p équations linéaires (libres
entre elles), vérifiées simultanément, définit un
sous espace vectoriel de dimension n — p.

Pour définir un sous-espace vectoriel, on peut
soit utiliser un systeme d’équation ce qui définit
une intersection d’hyperplans, soit définir une
base de ce sous espace vectoriel.

Explication :

Soit dans R? I'hyperplan E suivant
3+ 2y + 2z = 0.
En fait, il s’agit des vecteurs (z, y, 2) tel que :

3 T
< 211l v >O.
1 z

[l s’agit donc de I’ensemble des vecteurs or-
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3

thogonaux a | 2
1

Une autre fagon de déterminer ce sous-espace
est de résoudre le systeme :
x = —%y — %z
x+2y+z2=0& y=1y
z2=2z

Donc E = Y | (y, 2) € R?

On peut aussi écrire
2 1

-3 -3

E=<y. 1

0

1
3
1 0
1

_2 _

3
= Vect 1
0
Autrement dit, il s’agit des combinaisons
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_2 _1
. ;. 3
linéaires des vecteurs 1 et 0
0 1
C’est donc le plan dirigé par les vecteurs
2 1
3 3
1 1, 0
0 1
_2
3
Une base de ce sous-espace est donc | 1
0
_1
3
0
1

On remarque que, par construction, ces vec-
teurs doivent étre libres.

Exemple 10
Trouvez une base du sous-espace suivant :
r+y—2z2=0
{ 20 +y+22=0"
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6 Sous-espace affine

On appelle systeme d’équations affines, un
systeme linéaire ou le terme constant est non
nul (a droite des égalités).

Un sous-espace affine est ’ensemble des points
qui vérifient un systeme d’équations affines.

On peut remarquer que si I'on connait un
vecteur solution du systeme affine alors en ajou-
tant un élément du sous-espace vectoriel (as-
socié au systeme linéaire) on obtient une autre
solution du systeme affine. Réciproquement,
soit W' une solution particuliere du systeme
affine alors pour toute solution ¥ du sous es-
pace affine il existe X une solution du systeme
linéaire tel que Y = W + X.

Graphiquement un sous-espace affine cor-
respond donc a la translation d’un sous-espace
vectoriel par un vecteur qui correspond a une
solution particuliere du systeme affine.
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Exemple 11 de sous espace affine :
Représentez le sous espace affine suivant :
T—Y+22=2.




