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Chapitre 5 : L'inversion
de matrice

12 Introduction

L’inverse d'une matrice n’est défini que pour
des matrices carrées.

Définition 12.1

Soit M une matrice carrée, alors cette ma-
trice est dite singuliére si son déterminant
est nul.

Une matrice M carrée est non-singuliére

dans le cas contraire i.e. si det(M) # 0.

Proposition 12.1

Soit M une matrice carrée d’ordre n, si
det(M) # 0 alors M est inversible et son
inverse est M1
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Explication :
M correspond a une application linéaire wu :
R"™ — R"™. Si M est de déterminant non nul,
alors son rang est n. On peut en déduire que u
est bijective, ainsi on peut définir sa bijection
réciproque qui a tout élément de F' associe
son unique antécédent de E. Cet inverse v~
est lui aussi linéaire par définition. Sa matrice
représentative est alors M 1. La composée de

w et de w~ ! est alors lidentité. Ainsi on vérifie
bien que MMt =M1 M =1

13 Méthode des cofacteurs

Définition 13.1

On appelle matrice des cofacteurs de
M et on note Co(M) la matrice dont les
termes sont les cofacteurs (me pas oublier
les signes!!!).
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_[A.7 = i+ OAL
Co (M) = [Ay] = [(-1) J .Aw} .

Définition 13.2
On appelle matrice adjointe de M et on
note M* la transposée de la comatrice.

M*=1Co(M).

Proposition 13.1
Le produit d’une matrice et de sa matrice
adjointe est égal au déterminant fois ["iden-
tité.

M.M* = (det(M)).1.

Proposition 13.2 Toute matrice non sin-

guliére (det(M) # 0) est inversible (ou réguliére)

et son 1mverse vaut :
1 1

— W.foo (M)

Exemple 27 :
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121

M=1210
212

14 Méthode des pivots

La méthode des pivots consiste a modifier
la matrice M en une matrice identité.

Exemple 28 :
2 00
M=1]015
—312

lere étape : Ajouter a droite la matrice iden-
tité

Ly | 200100

Ly | 0 151010

L3 | -312(001

2eme étape : Faire apparaitre un 1 sur I'élément

de la diagonale de la lere colonne en faisant
une opération sur la ligne. Si le coefficient est
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nul il faut intervertir avec une ligne ou le co-
efficient est non nul.

Li=fr, [ 100(1/200

L’2 = Ly 01570 10

Lh= L3 —-31210 01

3eme étape : Faire apparaitre des 0 sur le
reste de la lere colonne en retirant ou en ajou-
tant la 1ére ligne.

L’1:L1 100 (1/200

L’2 = Ly 01510 10

Li=1IL3+3L; |0123/201

Ensuite, on recommence avec la 2eéme co-
lonne : Mettre 1 sur I'élément de la diagonale,
faire apparaitre des zéros en dehors...

L’1:L1 100 [1/2 0 0

L’2 = Ly 01 5 0 10

Lé:Lg—LQ 00-31]3/2-11

Puis avec la 3eme colonne
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Ly =1, 100 1/2 0 0
L:2:L21—5Lg 010 5/2 —2/3 5/3
Lt =—5L3 001 |-1/2 1/3 —=1/3

Une fois que I'on a obtenu la matrice iden-
tité a gauche on lit I'inverse a droite.

12 0 0
Donc M1 =1 5/2 —2/3 5/3
—1/2 1/3 —1/3
Vérification :
/2 0 0
5/2 —2/3 5/3
_ —1/2 1/3 —1/3
1 _
MM™"= 15 4y 100
015 010
—312 001
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15 Systeme d’équation linéaire

On considere un systeme de n équations a
p Inconnues xy, ..., Tp :
a11.T1 + a12.22 + ... + A1p.Tp = b1
91.21 + 2.2 + ... +Q2p.Tp = by

ap1-T1 + ap2.T9 + ... + app.Tp = by

Proposition 15.1

Ce systeme peut se mettre sous forme ma-
tricielle A.X =b

ajp -0 ap 23]
ou A= o |, X = ; et
Apl -+ anp 2y
b1
b= :
bn

Proposition 15.2
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b1

Si le vecteur b = ; est nul, les so-
bn,

lutions du systeme forment un sous-espace
vectoriel de RP.

En effet, le systeme linéaire définit alors exac-
tement le noyau de 'application linéaire as-
sociée a la matrice A.

15.1 Systéeme de Cramer

Définition 15.1
On appelle systéme de Cramer un systeme
qui vérifie les deux conditions sutvantes :

(i) La matrice est carrée (p =n : autant
de variables que d’équations).

(ii) Le déterminant du systéme est non
nul.
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15.1.1 Méthode du pivot (matricielle)

Cette méthode revient au meéme que la méthode
du pivot adaptée a un systeme de Cramer. Elle
ressemble aussi a la méthode d’inversion de
matrice par la méthode du pivot :

On écrit la matrice M et le vecteur b :
ajp -+ ap | by

apl ** Gpp | bn
On suit alors la meme méthode que celle
d’inversion de matrice : On fait apparaitre la
matrice identité a gauche en faisant des opérations
sur les lignes. Les solutions en xy...xy, se lisent
alors sur la derniere colonne.

Exercice :
r+2y=1
—r+y=2
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15.1.2 Meéthode de la matrice inverse

Proposition 15.3
Les solutions d’un systeme de Cramer sont
données par la matrice inverse : X = A~ Lb.

Exercice :
Reprendre l'exercice précédent en faisant la
méthode de la matrice inverse.

15.1.3 Méthode de Cramer

Proposition 15.4

Soit Bj la matrice formée par les mémes
éléments que la matrice A exceptés ceux
de la j-eme colonne qui sont remplacés par
le vecteur b, alors les solutions du systeme

sont données par :
. o det(Bj)
vj Ly = det(A) -

Exemple 29 :
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r+2z=3
y+z=1
r+32=506



